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Universidade de Aveiro ﬁ Departamento de Matematica

Aplicagoes lineares

1. Averigue se sao aplicacoes lineares as fungoes definidas por

(a‘) ¢)($,y) = (JJ +1y,z+ y); (b) ¢(x7y72) = (Qf +v,9,7— Z);
(c) o(z,y,2) = (x +y,0,2z — 2); (d) ¢(z,y,2) = (x —y,x2,22);
(e) ¢p(at® + bt +c) =at +b+1; (f) p(at®> + bt +¢) = a+ (t + 1) (bt + c).

2. Seja ¢ : R™*™ — R™*" definida por

A=l se A ndo é singular
6(A4) = { &

0 se A é singular

para A € R™ ™. Averigue se ¢ é uma aplicacdo linear.

3. Dada uma matriz A n x n, defina-se ¢ : R"*"™ — R"*" por ¢(B) = AB — BA para B € R™*". Averigue
se ¢ é uma aplicacao linear.

4. Seja ¢ : R? — R? uma aplicacao linear, satisfazendo ¢(1,1) = (2, —3) e ¢(0,1) = (1,2). Determine
5. Seja ¢ : Py — P3 uma aplicacao linear tal que ¢(1) = 1, ¢(t) = t2 e ¢(t?) = t3 + t. Determine

(a) ¢(2t* — 5t + 3); (b) ¢(at* + bt + c).

Matriz de uma aplicagao linear
6. Seja ¢ : R? — R3 uma aplicacao linear definida por

Seja C a base canénica de R3 e B = ((1,0, 1),(0,1,1), (0,0, 1)) uma base de R?. Determine a matriz
representativa de ¢ relativamente

(a) a base C; (b) as bases C e B; (c) as bases B e C; (d) & base B;
e determine ¢(1, 1, —2) usando cada uma das matrizes obtidas em (a)—(d).

7. Seja ¢ : R? — R? uma aplicacdo linear definida por

x b x
(5D -1t ] B)
1 0 1 0 1
Sejam § = ([_1} , [J) e T = (1) , % , 711 bases de R? e R3, respetivamente.

(a) Determine a matriz representativa de ¢ relativamente s bases canénicas de R? e R3.

(b) Determine a matriz representativa de ¢ relativamente as bases § e T 1. diretamente e ii. usando
matrizes de mudanca de base.

(¢) Determine ¢ ({_23} ), usando cada uma das matrizes obtidas anteriormente.
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8. Seja ¢ : Py — P, uma aplicagao linear definida por
d(at® + bt +c) = (a+2c)t> + (b — )t + (a — ¢)
e sejam 8§ = (t2,t,1) e T = (t> — 1,t,t — 1) bases de Ps.
(a) Encontre a matriz representativa de ¢ relativamente as bases 8 e 7.
(b) Determine ¢(2t> — 3t + 1) usando a alinea anterior.

9. Dada a matriz C n x n, considere-se ¢ : R"*"™ — R™*™ definida por ¢(A4) = C A para A € R"*".

(a) Mostre que ¢ é uma aplicacdo linear.

(b) Considerando n = 2, sejam C' = B g} , 8= ([(1] 8} , {8 (1)] , {(1) (1)] , B ﬂ) uma base de R?*?

e C a base canénica de R?*2, Determine a matriz representativa de ¢ relativamente
i. a base C; ii. as bases C e S; iii. as bases S e C; iv. a base S.

10. Sejam X1 =t+1, Xo =t -1, V1 =t>+1, Yo =t, Ys=t—1e ¢: P; — P, a aplicacdo linear tal que

é a matriz que representa ¢ relativamente as bases § = (X1, X2) e T = (¥1,Y2,Y3). Determine

(a) os vetores das coordenadas de ¢(X1) e ¢(X2) na base T; (b) ¢(X1) e ¢(X2);
(c) ¢(2t +1); (d) ¢(at + b).

11. Determine a matriz representativa da aplicagao linear ¢ : P3 — P definida por ¢(p(t)) = p”(t) + p(0)
relativamente a

(a) base canénica de Ps;

(b) base T = (#3,¢2 — 1,¢,1) de Ps, diretamente e usando matrizes de mudanca de base.

12. Se idy : ¥V — V é a aplicagao identidade definida por idy,(X) = X para qualquer X € V, mostre que a
matriz de idy relativamente a qualquer base de V é a matriz identidade I,, com n = dim V.

Nicleo e imagem de uma aplicacao linear
13. Seja ¢ : R* — R3 uma aplicagdo linear definida por ¢(z,y, z,w) = (x +y, z + w, x + 2).
(a) Determine o nicleo e a imagem de ¢.

)
(b)
)
)

Encontre uma base para o nicleo e uma base para a imagem de ¢.

(¢

(d) Verifique o Teorema das Dimensoes.

Averigue se ¢ é injetiva e/ou sobrejetiva.

14. Seja ¢ : P — P2 uma aplicagao linear definida por ¢(at? + bt + c) = (a + ¢)t? + (b + c)t.

(a) Verifique se os elementos t? —t — 1 e t* + ¢ — 1 pertencem a ker(¢).
(b) Verifique se os elementos 2t? — ¢t e t2 — ¢ + 2 pertencem a im(¢).

(c) Determine uma base para ker(¢) e uma base para im(¢).
)

(d) Diga, justificando, se ¢ é injetiva e/ou sobrejetiva.

15. Encontre uma base para o nicleo e uma base para a imagem da aplicacdo linear ¢ : R?*2 — R2*2

definida por
(a)¢<[i ZD:{Z—Z z_ﬂ; (b) ¢(A) = AT,

ua ﬁ dmat
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1

16. Considere a aplicagdo linear ¢ : R* — R? definida por ¢(X) = AX, sendo A = {3

— O

2 1
0 —1|
(a) Verifique que a matriz de ¢ relativamente as bases canénicas de R* e R? é a matriz A.

(b) Sem determinar o nucleo de ¢, verifique que dim ker(¢) > 2.

Sejam 8§ = ((1,1,1,0),(1,1,1,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1)) e T = ((1,1),(1,—1)) bases de R* e R?,
respetivamente. Determine a matriz de ¢ relativamente

—~
(¢]
~

i. & base 8 e & base canénica € de R?; ii. as bases S e 7,

17. Seja ¢ : R? — R3 uma aplicacdo linear representada relativamente & base canénica de R? pela matriz

A=

W N =
DO = =
W = N

) Determine ¢(1,2,3) e ¢(z,y, ) para (x,y,2) € R3.
) Averigue se ¢ é um isomorfismo.
(c) Determine a imagem de ¢ e uma sua base, o nicleo de ¢ e uma sua base.
) Determine a matriz de ¢ relativamente & base B = ((1, 1,0),(1,1,1), (1, 0,0))

i. por definicao; ii. usando matrizes de mudanca de base.

18. Seja B = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) e considere a transformacao linear ¢ : R?> — R? definida por

¢(1a1,1) = (_171)7 ¢(]—7170) = (L]-)v ¢(170,0): (032)
(a) Determine a matriz de ¢ relativamente a base B de R3 e & base candnica R2.
1
(b) Calcule ¢(X) sabendo que [X]gz = [2].
3

Determine a matriz de ¢ relativamente as bases canénicas de R? e de R2.

Determine ¢(x,y, z) para um elemento genérico (x,y,2) de R3.

)
)
e) Determine o nticleo de ¢ e indique uma base para este subespago de R3.
) Diga, justificando, se ¢ é injetiva.

)

Sem determinar a imagem de ¢, diga qual a dimensao deste subespaco, usando 1i. a caracteristica
de uma das matrizes representativas de ¢ e ii. o Teorema das Dimensoes.

(h) Usando a dimensao da imagem de ¢ como justificagio, diga se ¢ é sobrejetiva.

(i) Determine a imagem de ¢, assim como uma base para este subespaco de R? a partir i. da matriz
calculada em (c) e ii. da imagem do elemento genérico ¢(x,y, z) calculada em (d).

19. Considere a aplicagao linear ¢ : R? — R3 definida por ¢(1,1) = (3,0,2) e ¢(1,—1) = (1,0, 2).

(a) Determine ¢(x,y) para um elemento genérico (z,y) de R?.

)
(b) Determine uma base para a imagem de ¢. Diga, justificando, se ¢ é sobrejetiva.
(¢) Sem determinar o nicleo de ¢, indique a sua dimensao. Diga, justificando, se ¢ é injetiva.
)

(d) Determine a matriz que representa ¢ relativamente as bases

= ((171)3(1771)) € T= ((031a0)7(17031>7(0703 1))

(e) Calcule [X]g sabendo que [¢(X)]; = | 1 |.
1

ua ﬁ dmat
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20. Considere a transformacao linear ¢ : R? — R3 representada pela matriz

2
3
-1

—_ O =
O ==

relativamente & base candnica de R3.

(a) Indique qual é o transformado ¢(z,y, z) de um elemento genérico (x,y,z) de R3.

(b) Determine a imagem de ¢ e uma base para este subespago e indique a sua dimensao.

(c¢) Diga, justificando, se ¢ é sobrejetiva.

(d) Sem calcular o nicleo de ¢, indique, justificando, a sua dimensao e averigue se ¢ é injetiva.
(e) Calcule a matriz de ¢ relativamente & base B = ((1,2,1),(0,1,1),(0,0,1)).

1
(f) Sabendo que [Y]gz = [—1/,
0

i. verifique que Y € im(¢);

ii. determine o vetor de coordenadas na base B de X, [X];, sendo X um vetor tal que ¢(X) =Y.

21. Seja V um espago vetorial real de dimensao n e (X1, Xa,...,X,) uma base de V. Seja ¢ : R" — V
definida por
d)(al, as, ..., CLn) =a1 X1+ axXo+ ...+ a,X,.

Mostre que ¢ é um isomorfismo.
22. Seja ¢ : R* — RS uma aplicacdo linear.
(a) Se dimker(¢) = 2, qual é a dimensédo de im(¢)?
(b) Se dimim(¢) = 3, qual ¢ a dimensao de ker(¢)?
23. Seja ¢ : V — R® uma aplicacao linear.
(a) Se ¢ é sobrejetiva e dimker(¢) = 2, qual é a dimensao de V?
(b) Se ¢ é bijetiva, qual é a dimenséao de V?
24. Seja ¢ : V — W uma aplicagao linear. Mostre que
(a) dimim(¢) < dimV;
(b) se ¢ é sobrejetiva, entdo dim W < dim V.
25. Considere ¢4 : R® — R™ uma aplicacio linear definida por ¢4(X) = AX, onde A € R"*™.
(a) Mostre que ¢4 € injetiva se e s6 se det(A) # 0.

(b) Verifique que A é diagonalizével com vetores préprios linearmente independentes Xi,..., X, se e
s6 se a matriz representativa de ¢4 relativamente & base B = (X1,...,X,,) é diagonal.

(c) Se A é uma matriz ortogonal, mostre que ¢4(X) - ¢a(Y) =X -Y, para todo X,Y € R™.

(d) Um subespago W de R™ diz-se ¢ 4-invariante se ¢ 4(X) € W, para todo X € W. Mostre que
i. o subespaco préprio de A associado a um valor proprio A é ¢ 4-invariante;
ii. o nucleo e a imagem de ¢4 sao subespagos ¢ 4-invariantes.

(e) Considerandon =3 e

1 0 0
A=1|-1 3 0],
3 2 -2

determine uma matriz diagonal D representativa da aplicacao linear ¢4 relativamente a uma base
B de R?, indicando essa base.

ua ﬁ dmat
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1. (a) Nao; (b) sim; (¢) sim; (d) nao; (e) nao; (f) sim.
2. Nao.
3. Sim.
4. (a) (1,—19); (b) (a+ b, —5a + 2b).
5. (a) 3+ 2t —5t% 423 (b) ¢+ at + bt? + at’.
1 21 1 21 2 31
021 -3 10 1 31
2 31
2 —10|. ¢(1,1,-2) = (1,1,0)
-3 10
11 1 —1/3 ~1
7. (a) M(9,C2,C3) = |1 —1];(b) M(¢,8,T)= |0 2/3 |:(c) | 5 |.
1 2 —1  4/3 —4
1 0 2
8. (a) M(4,8,T)= |2 1 0 [.(b) 4> —4t—1.
-2 0 -1
10 20 3 -2 5 -3 1 0 2
. |01 0 2f . |0 1 0 2| .. o1 2
9. (b) i M(¢,C,0C)= 9 0 3 ol i M(9,C,8) = o o 3 ot M(9,8,C) = 9 0 3
0 2 0 3 -2 2 =3 3 0 2 3
3 -2 2 0
. 0 1 2 2
iv. M(¢,8,8) = 5 0 3 2|
-2 2 01
1 0
10. (a) [p(X)]y = | 2 |, [0(Xa)ly = | 1 |5(b) (X1) = +1+2, ¢(Xz) = ~t +2; (c) 382+t + 4
1 —2
(d) (“£2) ¢ + bt + 2a.
102 0 0 00 O
0 0 0 6 0 00O
W@ g 00 o/ ® 6 00 0
00 0 O 01 0 1
13. (a) ker(¢) = {(z,y,2,t) ER*: 2 = —y = —2z =t} e im(¢) = R3. (b) Por exemplo, {(1,—1,—1,1)} é uma
base de ker(¢) e {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de im(¢). (c) ¢ nado é injetiva e é sobrejetiva.
14. (a) O primeiro elemento nao pertence e o segundo pertence. (b) O primeiro elemento pertence e o segundo
nao pertence. (c) Por exemplo, {t* + ¢ — 1} é uma base de ker(¢) e {t?,¢} é uma base de im(¢). (d) ¢
nao ¢ injetiva nem sobrejetiva.
11 , 1 0| |[-1 1| [0 -1 , .
15. (a) {L 1]} ¢ uma base de ker(¢) e {[1 O} ) [ 0 1] ) [0 0 }} ¢ uma base da im(¢). (b) O
conjunto vazio é base de ker(¢) e a base candénica de R?*? é uma base da im(¢).
. 304 4 3] . . [7 7 6 3
16. (c¢) i M(QS,S,G)L 3 9 0}, ii. M(¢,8,‘J’)2{_1 1 2 3].
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17.

18.

19.

20.

22.
23.

25.

(9,7,16) e ¢(x, y, 2) = (x+y+2z, 2x+y+2, 3w+2y+32). (b) Nao. (c) im(¢) = {(a,b,c) €

(a) (1,2,3) =
a —c¢=0}e {(1,0,1),(0,1,1)} é uma sua base; ker(¢) = {(x,y,2) ER® 1z =zey = -3z} e

R3:a+
—2 -4 -1
{(1,-3,1)} é uma sua base. (d) | 5 8 3
-1 0 -1
@ aemen = [ 1)) o) = 0.9 @ Meene =) ] @ o) -

(y — 22,21 —y). (e) ker(¢) = {(2,9,2) ER3: 2z =2zey =2z} e {(1,2,1)} é uma sua base. (f) ¢ nao é
injetiva. (g) 2. (h) ¢ é sobrejetiva. (i) im(¢) = R2.

(a) ¢(z,y) = (2 + y,0,2z). (b) {(1,0,0),(0,0,1)} é uma base para im(¢) e ¢ nao é sobrejetiva.

0 O
(c) dimker(¢) =0 e ¢ é injetiva. (d) | 3 1]. (e) [_51}
1 1 2

(a) ¢(z,y,2) = (v +2y+ 23y + 2,2 —y). (b) im(¢) = {(a,b,¢) ER® :a—b—c =0}, {(1,1,0),(1,0,1)}
é uma base para im(¢) e dimim(¢) = 2. (c) ¢ ndo é sobrejetiva. (d) dimker(¢) = 1 e ¢ néo é injetiva.
1

6 3 1 1
(e) [—5 -2 —1|. (f) ii. Por exemplo, [X]; = —%
-2 =2 0 0
(a) 2;(b) 1
(a) 7;3(b) 5
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